Pitka matematiikka 25.9.2009, ratkaisut:

1. a) (z—2)(z —3)=6<«= 22 -50+6=6<=2(r—5) =0<= 2 =0taiz =5

1
b) 4 —C=lesa?—(r-3)=a(r—3) 2= -3z =—3.
— xXr
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X
c) (5—v2)? =52-10v2+(v/2)? = 27— 10v2. Koska 5—+/2 > 0, on /27 — 10/2 =
5—/2.
3

Vastaus: a) x =0 tai x =5, b) v = —3.

2. a)6(z—1)+4>3(Tz+1) <= 6r—-2>2lz+3 <= 150 < bz < —3.
b) Vz+2=3<=z+2=9<=z="T.
c) Jos sin(z/2) = %,on r/2=F+2nmtalx/2 =m—F —2nmelix = § +4nm tai
:U:%”—Félmrnez.

Vastaus: a) © < —%, b) =7, ¢) . = T + 4nr tai z = 3T + 4nm.

3. a) Jos f(z) = ax?e® + bxe®, on f'(x) = 2axe® + ax®e” + be® + bre® =

ax?e® + (2a + b)we® + be®. Tami on 2x%e® + we® — 3e%, jos a = 2 ja b = —3, jolloin
myos 2a + b = 1.
S A 4//92\/m+5 =2(4/% — V1) = 2.

-1 Vx+5 —1 ? 3

Vastaus: a) a =2 ja b= —3, b) 2.
4. Jos sivujen pituudet ovat desimetreins 2a, 3a, 4a, on 2a - 3a - 4a = 10 eli 24a® = 10.
Siis @ = \/% ~ 0,74690.
Vastaus: 14,9 cm, 22,4 cm ja 29,9 cm.
5. AB+BC+CA=AA=0.
Vastaus: 0.
6. Merkitiin A = (—5,3), B = (2,—1)jaC = (4,8). Télléin AB = Ti—4j, BC = 2i+97,

AC =9i +_53.Esteesséi A olevalle kulmalle a0 patee
AB - AC 43

" [AB||AC| ~ /65106

BA-BC 22
Pisteessa B olevalle kulmalle § patee cos f = ——— =

|BA||BC|  +/65v/85
Siis 8 ~ 72,7839°.

Kolmion kolmas kulma v = 180° — a — ( ~ 48,4166.

COS ¥

~ 0,5180347. Siis o = 58,7995°.

~ 0,2959760.

71 -
Koska sina = v/1 — cos2a« = —————, on kolmion ala :|AB||AC|sina = % .71 =
\/@\/m 2‘ ‘| | 2

39,5.
Vastaus: Kulmat 58,8°, 72,8° ja 48,4°; ala 39,5.
7. Omenoiden lukumaara on muotoa 4n + k, missa k£ = 0, 1, 2 tai 3. Nain ollen

P(omenat jakautuvat tasan) = 1 ja P(omenat eiviit jakaudu tasan) = 3. Siis A
saaman rahaméaaran odotusarvo on % -3-25 — i -3-50 = 18,75.

Vastaus: 18,75 euroa.



10.

11.
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tai = 2. Koska p(x):n kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, on p(x) > 0, kun

—l<z<2jap(x) <0, kunz < —1taiz>2.

Osoittajan p(r) = —z2 + 2 + 2 nollakohdat ovat x = eliz =—1

Nimittdji ¢(z) = x(2? + 22 — 3) hividi, kun 2 = 0. Muut nimittdjin nollakohdat

24+ 1+12

ovat x = = —14+2eliz = -3 jax =1 Koska 22+ 2x — 3 esittdi

2
ylospain aukeavaa paraabelia, on g(z) > 0, kun —3 < =z < 0 tai z > 1 ja ¢q(z) < 0,
kun x < =3 tai 0 <z < 1.
p(z)

Yhdistamalla merkkitarkastelut nahdaan, ettd murtolauseke ﬁ >0,kun < -3
q(x
tal -1 <z <0tall <z < 2.

Vastaus: © < —3 tal -1 <x <0tail <z < 2.

Alaspéin aukeavan paraabelin huippu on pisteessi (0, 5) ja paraabeli leikkaa z-akselia
pisteissé (+v/5,0). Paraabelin pisteen (z, 5—2?) etiisyys origostaon y/x2 + (5 — 22)2 =
Vvt — 922 + 25. Riittdid tarkastella etdisyyden nelictd f(z) = z* — 922 + 25. Deri-
vaatta f'(z) = 42 — 18z = 2(42% — 18) = 0, kun x = 0 tai z = /18 = i%. Nailla

arvoilla f(0) = 25 ja f(i%) = % +(5— %)2 = 1749. Koska f(z) aukeaa ylospiin,
saavuttaa se pienimmén arvonsa, kun x = j:%, jolloin y =5 — 22 = %
Vastaus: Pisteet (—%, 1) ja (%, ).

Kiyrien leikkauspisteet saadaan yhtélostd e = 4 — 3e™% <= (e%)? — 4e® + 3 = 0.
w =2+1elie® =1 taie® =3. Siisz = 0 tai
x =1n3 ~ 1,099. Koska e! < 4 —3e~!, on pinta-ala A = fén3(4 —3e T —eP)dr =
;734x+36_”” —e®=4In3+3 -3 —(3—1)=4In3 — 4 ~ 0,394449.

Tasta ratkeaa e* =

Vastaus: 41n3 — 4 ~ 0,394.

Jos janan pituus on a, poistetaan ensimmaisella kerralla %a. Jaa kaksi %a:n mit-
taista palaa, joista kummastakin poistetaan % . %a eli yhteensa % - 2q. Ji& nelji
1)24:n mittaista palaa, joista kustakin poistetaan % - (£)2a eli yhteensa = - (2)%a. J&4
3 1 p . J. o . p . 3 L?) yl 1 3 .3 .
kahdeksan (§)3a:n mittaista palaa, joista kustakin poistetaan 5 - (3)3a eli yhteensa

L. (%)Sa. Nain jatkamalla nahda&n, etta poistettujen osien pituuksien summa on

3

1
Sa(1+ 3+ G124 (B + ) = 30200 = o
3

Vastaus: Poistettujen osien yhteinen pituus on sama kuin janan pituus.

= Q.

a) Parittomien lukujen n =2p+1jam=2¢+ 1 summan+m=2p+1+2¢+1=
2(p + ¢+ 1) on esitysmuotonsa perusteella parillinen luku.

b) Parittomien lukujen n = 2p+ 1 jam = 2¢+ 1 tulo nm = 2p+1)(2¢+ 1) =
2(2pq + p+ q) + 1 on esitysmuotonsa perusteella pariton luku.

Viliarvolauseen mukaan f(3) — f(3) = f/(2)(3 — 1), missd 3 < z < 3. Siis

O = FH)+FEG-D<1+3-5=Bjas@)21+1-5- 2
Vastaus: % < f(3) < %.



*14.

*15.

a) Kolmannen asteen polynomin yleinen muoto on p(x) = ax®+ bx? + cx +d. Tilléin
p(0) =d, p(1 )—a+b—|—c+djap( ) =8a + 4b+ 2¢ + d. Témén mukaan

fo d:c—/4ax + 2ba® + jex? +dz =4a+ Sb+2c+2d =
g(d+4(a+b+c+d) (8a+4b+2c+d)) = (p(0) + 4p(1) + p(2)),

mika piti osoittaa.
b) Polynomille plx) =23+ 22+ 2+ 1o0np(0) =1, p(1) =4 ja p(2) = 15. Edellisen
mukaanfo r)dr = 3(1+4-4415) = 2,

c) Jos valitaan polynomiksi p(x) = 2*, on ( (0) +4p(1) +p(2)) = %(0+4+16) — %
2

ja fOQP(QU)dQU = 0/ %$5 = % Koska % =64 # 6% = ?, kaava ei pade neljannen

asteen polynomille z*.

a) Olkoon kartio katkaistu kartiosta, jonka korkeus on h + y. Leikataan kartiota
korkeusjanan kautta kulkevalla tasolla. Pohjan suuntaiset leikkaukset ovat ympy-
roita. Jos korkeudella z olevan ympyran sade on z, saadaan yhdenmuotoisuudesta

h roh
y_nt Y Tista saadaan y = 2~ . Edelleen saadaan yhdenmuotoisuudesta,
9 71 L —T"r2
x h—z z
etta — = L Téstd saadaan © =ry — (r1 —rg)—.
) Y h

Pohjan suuntaisen leikkauksen pinta-ala korkeudella z on nyt
a(z) = ma? = w(ry — (r1 — 7”2)%)2.

b) Ji'a(e)dz =7 / 41 = (1 1) SVt = T )

T — T2 3(?“1—7“2
mh

?(rf +rirg + r2).

mh
c) Katkaistun kartion tilavuuden kaava on V = —(r} + riro + r3). Niin ollen edelld
laskettu integraali antaa katkaistun kartion tilavuuden.

d) Olkoon r-siteisen pallon keskipiste koordinaatiston origossa. Palloa leikkaava,
koordinaattiakselia vastaan kohtisuora taso leikkaa akselia kohdassa z € [—r, r]. Leik-
kausympyrin side 2 toteuttaa yhtilon 22 + 22 = r2, joten = /r? — z2. Pohjaym-
pyrin ala on a(z) = w22 = 7(r? — 2?).

Nyt [ a(z)dz == / r?z — 2% = 373, Siis integraali antaa pallon tilavuuden.
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