Pitka matematiikka 24.3.2010, ratkaisut:

1.

o

a) 72" +625=0<=125(T2+6) =02 =0taiz = —
b) (Va+1)?—a—-1=a+2ya+1—a—1=2/a.

3
©) 3o,

<0<=3-22<0<=z>3.

1
a) f01(6$+1)d:vzo/em+m=e+l—60:e.

b) Dxsinx =sinx + z cosz.

c) logyx =5 <= 1 =2% < 1 =32.

a) Suurin kulma « on pisinti sivua vastaava kulma. Sille 52 = 22+42 —2.2.4.cos a.

Tasta ratkeaa cosa = —1—56, joten o =~ 108,210°.

Vastaus: 108,2°.

b) Jos yht#lon juuret ovat —2 4 /6, on yhtildé muotoa (z + 2+ v6)(z +2—6) =0
eli auki kehitettyni 22 + 42z —2=0. Tamid on 22 +pr+¢=0,kun p =4 ja ¢ = —2.
Vastaus: p =4, ¢ = —2.

Olkoon pallon sade r ja kuution sivu a. Leikataan palloa pystysuoralla tasolla, joka
kulkee kuution pohjan ja kannen lavistajien kautta. Leikkauskuviossa on r-sateisen
puoliympyrin sisilld suorakaide, jonka sivut ovat a ja av/2. Piirtdmélla sdde puoliym-
pyran keskipisteesta suorakaiteen karkeen, saadaan suorakulmaisesta kolmiosta yhtalo

(a@)2 +a? = r2. Tisti ratkeaa r = a\/g . Kuution tilavuuden suhde puolipallon

a? 1 1 /2
tilavuuteen on 3 = = —4/ = =~ 0,259899.
ST 2.3 /3 TV 3
321/ 2

Vastaus: 26 %.

Olkoon @ = xi+yj ja b= zi+wj. Koska b||i,on w = 0. Koska@+b = (x+2)i+yj =
4i+j,onz+z=4jay =1 Edelleen@-b = 2z = 2(4 — x) = 4, josta saadaan
7> — 4z +4=0celi (x — 2)?> = 0. Tdmén ratkaisu on x = 2, josta saadaan z = 2.
Vastaus: @ = 2i + j ja b = 2i.

a) Jos pallot ovat p ja s, saadaan kahdella nostolla jokin seuraavista neljastd ta-
pauksesta: pp, ps, sp, ss. Suotuisia tapauksia on kaksi: ps ja sp, joten kysytty
todennakoisyys on % = %

b) Jos pallot ovat p, s ja v, saadaan kahdella nostolla jokin seuraavasta yhdeksésté
tapauksesta: pp, ps, pv, sp, ss, sv, vp, vs, vv. Suotuisia tapauksia on kuusi:

ps, pv, sp, sv, vp, vs, joten kysytty todennakoisyys on g = %

Vastaus: a) 3, b) 2.



10.

11.

4

Olkoon suorakulmion kayrélla oleva oikeanpuoleinen karki (z,y) = (=, m),
x
4
x > 0. Téll6in suorakulmion pinta-ala on f(z) = 2z - 52 Pinta-alan derivaatta
8(2 2z - 8 16 — 8
on f'(z) = ( i;_f_) mQ)QSC % = aECE m;; Derivaatta havida, kun 16 — 822 = 0 eli

kun z = ++v/2. Selvasti fl(x) >0, kun 0 < z < V2 ja f’ () <0, kun x > V2. Nain
ollen suorakulmion pinta-ala on suurin mahdollinen, kun z = v/2. Sivujen pituudet
ovat talldin 2v/2 ja #42 =1.

Vastaus: 2v/2 ja 1.

Paraabelin yht#lé on muotoa y = —ax? + b, missi a > 0 ja b on miirittivi ehdoista.
Kun y = 0, on 22 = 2 = (w) , josta b = 25a. Paraabelin yhtalo on nyt muotoa

y = a(—z? + 25). Poikkileikkauksen pinta-ala on

5
1 250 500
A:/ a(—x* + 25) $—a/—§£€ +25:U—a(—?—250) 5

-5 )
joten ehdosta A = 25 seuraa a = 23—0 ja b= 2ba = 14—5. Tunnelin korkeus on b = 3,75.
Vastaus: 3,75 m.
. . / 3 . . PR
Funktion f(r) = 3tanx — 4z — 1 derivaatta on f'(z) = ——5— — 4. Derivaatta haviaa
cos? x

valilld ] — Z, Z[, kun cos? z = 3 eli cosz = \/_ eli x = £ 5. Testipisteiden perusteella

() >0, kun——<x<——ta1—<:c<53af( )<O kun —% < x < §. Nain
ollen f(x) on kasvava, kun —§ <z < —¢ tai § < < 3 ja f(r) on pienenevi, kun
—5 <z < 5. Koska f(§)~ —0,64 <0, on f:lld korkeintaan yksi nollakohta ja koska

f(1,2) = 1,9 > 0, on f:1ld tasan yksi nollakohta vélilla | — 7, T [.

Kolmion K kyljen pituus on y/(5a)? 4 b2, joten sen piiri p1 = a + 24/(3a)? + b%.
Kolmion K piiri ps = a + b + va? + b2. Tutkitaan, onko Ks:114 pidempi piiri.

pr<pre>a+2,/(3a)2+b2<a+b+ Va2 +H?2 =
24/(3a)2 + 02 < b+ Va? +b? < 4((3a)? + %) < a® +20% +20Va? + b2 <
b<Va?+b? < 0<a

Viimeksi saatu epayhtalo patee, joten vaite oli totta.

Vastaus: Kolmiolla K9 on pidempi piiri.

=2

Jos geometrisen sarjan ensimmainen termi on a ja suhdeluku ¢, on oltava
—dq

3 3
ja aq = % eli @ = —. Ehdoista saadaan yhtdlo ——— = 2 eli 16¢%> — 16¢ + 3 = 0.
8¢ 8q(1—q)
16 +£+162 —-12-16 16 +8

eliqg = i taiq = %. Vastaavasti

Yhtalon ratkaisu on ¢ = =
32 32
a—§4—3ta1a_% %:

1
5-
Vastaus: Joko (a,q) = (3,1) ¢

ai (a,q) = (3,9)-



12.

13.

*14.

*15.

Luvuista p — 1, p, p + 1 yksi on jaollinen kolmella. Jos p on alkuluku ja suurempi
kuin 3, ei se voi olla jaollinen kolmella. Siis joko p — 1 tai p+ 1 on jaollinen kolmella.
Edelleen, koska p on alkuluku, on se pariton, joten p—1 ja p+1 ovat jaollisia kahdella.
Tilléin niiden tulo (p — 1)(p+ 1) = p? — 1 on jaollinen neljilli ja liséiksi kolmella eli
on jaollinen luvulla 12. Vaite on todistettu.

1
Funktion f(x) = Inx derivaatta f/(z) = —. Integraalin fl x)dzr neljin osavélin
x

puolisuunnikassaanto on
12 g(w)de ~ Sy = —[%g(1>+g(§>+g(§>+g(£>+ 39(2)].

Sijoittamalla kaavaan g(z) = 1/1 + - ja laskemalla arvot saadaan Sy ~ 1,22509.
Vastaus: 1,225.

on oltava a, = 1 — L.

a) Koska a; =1 — 15, Tom

b) Koska a,11 —a, =1 —

on a, < an+1 kaikilla arvoilla n eli lukujono on kasvava.

CL2:1—102 jaaz=1-— 103,

1y 1 1 _ 9
10n+1 - (1 - 10n) = o7 — TontT — TonTT 0,

Edelleen, kaikilla arvoilla n on a,, = 1 — 10—n < 1.

c) Selvasti lim, o0 @, = 1 — limy, o0 10_n =1.

d) Desimaalilukuna a; = 0,9, as = 0,99, a3 = 0,999 ja a, = 0,99...9, misséd on n
yvhdeksikkoa. Nain ollen paattyméaton desimaaliluku 0,999... = lim,_,, a, = 1.

a) Funktion kuvaaja on vililld [0, 7[ y = sinz, vililld [r,27[ y = $sinz ja vililld
[27,3n[ y = ] sinz. Pisteessid z = 37 on funktion arvo £ sin0 = 0.

s 2
b) [, sinzdr = / —cosz =141 =2, fjwsinxdac: / —cosx=—-1—1= -2 ja
0

™
f;’: sinz de = [ sinwdr = 2.
Néin ollen
fogﬂ f(x)de = [ sinzdx + § fjﬂ sinzdz + % f;’: sinzdr =2(1-3+1)=32.

c) Koska f;; sinxdxr = fjﬂ sinzdr = —2, voidaan tdmén ja kohdan b) perusteella
paitelld, ettéd [TV sing dr = (—1)"2.
Jos maaritelladn g = —%, on siten
™ _ 1—q" 1—(=3)"
o f@)de =20+ g+ + ..+ q" ) = 2- =g % 1+12 =501 —(=5)")
2

q
d) Kohdan c) perusteella lim, . [y f(z)dz = 3(1 — lim,—o(—3)") = 3.



